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Význam simulae interake tekutin a struktur:

• vývoj letadel (vibrae køídel)

• vývoj turbin (vibrae lopatek)
• automobilový prùmysl (odstranìní hluku)

• stavební in¾enýrství (interake silného vìtru a staveb-níh konstrukí - TV vì¾e, hladíí vì¾e, mosty,. . .)

• mediína (hemodynamika - proudìní krve v srdi a é-váh, vznik hlasu - proudìní vzduhu v hlasivkáh)



Pøíklady:Vibrae mostu zpùsobené vìtremExperimenty s modely letadel v aerodynamikém tunelu {ukazují nebezpeèné letové re¾imy



.
Mìøení vibraí køídla v aerodynamikém tunelu VZLÚ v Let-òanehNá¹ íl: simulae vibraí køídla vynuenýh obtékajíím vzdu-hem{ umo¾òujíí èásteèné nahrazení zdlouhavýh a ná-kladnýh experimentù v aerodynamikýh tuneleh (≈ 105−

107 Kè)



Modelování interake køídla letadla s proudíím vzduhem:pomoí obtékání letekého pro�lu = rovinný øez køídlemLeteký pro�l se dvìma stupni volnosti: .



Formulae problému proudìní v èasovìzávislé oblasti
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(0, T ), kde T > 0 { èasový interval
Ωt⊂ IR2 { výpoèetní oblast vyplnìná tekutinou v èase t
u = u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t)), p = p(x, t), x = (x1, x2) ∈ Ωt, t ∈ (0, T ){ ryhlost a kinematiký tlak
ν > 0 { kinematiká vazkostRovnie popisujíí proudìní:Navierovy-Stokesovy rovnie, rovnie kontinuity

∂u

∂t
+ (u · ∇)u +∇p − ν△u = 0,

∇ · u = 0,

in Ωt.



Pro ka¾dé t je oblast Ωt jiná.Simulae proudìní v èasovì promìnné oblasti: metoda ALE- Arbitrary Lagrangian-Eulerian method (T. Hughes et al)

Ωref { referenèní kon�gurae napø. Ωref = Ω0.

At { ALE zobrazení { prosté regulární zobrazení referenèníkon�gurae na výpoètovou oblast Ωt v èase t:

At : Ωref → Ωt, X ∈ Ωref 7→ x = x(X, t) = At(X) ∈ Ωt. (1)

Ryhlost deformae oblasti (domain veloity)

w̃(X, t) =
∂

∂t
x(X, t), (2)mù¾e být pøetransformována do prostorovýh souøadni xvztahem

w = w̃ ◦ A−1
t , tj. w(x, t) = w̃(A−1

t (x), t) (3)



ALE derivae DA

Dt , analogie k materiálové derivai v Lagran-geovském popisu.Pro funki f :M = {(x, t); x ∈ Ωt, t ∈ (0, T )} → IR polo¾íme

f̃ (X, t) = f(At(X), t)a de�nujeme
DA

Dt
f(x, t) =

∂f̃

∂t
(X, t), X = A−1

t (x) (4)Zjistíme, ¾e

DA

Dt
f =

∂f

∂t
+ (w · ∇)f. (5)

Formulae Navierovýh-Stokesovýh rovni v ALE tvaru

DA

Dt
u + ((u − w) · ∇)u +∇p − ν△u = 0, (6)

∇ · u = 0,

in Ωt.



Poèáteèní podmínka:

u(x, 0) = u0, x ∈ Ω0, (7)Okrajové podmínky:
∂Ωt = ΓD ∪ ΓO ∪ ΓWt: ΓD,ΓO and ΓWt disjunktní

Γ
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ΓD pøedstavuje vstup a pøípadnì neprostupné stìny { zadá-váme Dirihletovu podmínku
u|ΓD = uD. (8)

ΓWt { pro�l v èase t { pøedpokládáme, ¾e ryhlost tekutiny

u je rovna ryhlosti w|ΓWt

pro�lu:
u|ΓWt

= w|ΓWt
. (9)



ΓO { výstup { "jemná pøirozená" podmínka

−(p − pref )n + ν
∂u

∂n

= 0 on ΓO, (10)

n { jednotková vnìj¹í normála k ∂Ωt

pref { pøedepsaný referenèní tlak na výstupuExistene a jednoznaènost øe¹ení: OTEVØENÝ problémTeorie Navierovýh-Stokesovýh rovni:Existene øe¹ení je matematiky dokázána pro proudìní vpevné oblasti.Jednoznaènost øe¹ení = fundamentální otevøený problém -jeden z matematikýh problémù pro tøetí tisíiletí - enaClayova Institutu - 106 USD



Numeriké øe¹ení problémuObtí¾e:{ nelineární problém{ pohybujíí se pro�l{ vysoké Reynoldsovo èíslo{ interake s modelem deformae køídlaÈasová diskretizaeDìlení èasového intervalu [0, T ]: 0 = t0 < t1 < · · · < T, tk = kτ ,s èasovým krokem τ > 0

u(x, tn), p(x, tn) { pøesné øe¹ení (de�nované pro x ∈ Ωtn) vèasovém okam¾iku tn { aproximováno funkemi u
n(x), pn(x)(de�novanými v Ωtn).
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Obr. 2: Èasovádiskretizae v pohybujíí se oblastiPro X ∈ Ωref máme

xi = Ati(X) ∈ Ωti, , i = . . . , n − 1, n, n + 1. (11)



Aproximai ALE derivae v èase tn+1 a bodì xn+1 = Atn+1(X)vyjádøíme pomoí zpìtné diferene:

ũ(X, t) = u(At(X), t)

DA
u

Dt
(xn+1, tn+1) =

∂ũ(X, t)

∂t
|t=tn+1

(12)

≈
ũ

n+1(X)− ũ
n(X)

τ

(13)

=
u

n+1(xn+1)− u
n(xn)

τ
.



−→ Problém pro neznámé funke u
n+1 : Ωtn+1 → IR2 a pn+1 :

Ωtn+1 → IR:
u

n+1(xn+1)− u
n(xn))

τ

(14)

+((un+1(xn+1)− w
n+1(xn+1)) · ∇)un+1(xn+1)

−ν∆u
n+1(xn+1) +∇pn+1(xn+1) = 0,

∇ · un+1(xn+1) = 0,kde w
n+1 ≈ w(tn+1).K tomuto systému pøidáme okrajové podmínky (8) { (10)na ∂Ωtn+1.



Funki u
n, de�novanou v Ωtn lze pøetransformovat na funki

û
n = u

n ◦ Atn ◦ A−1
tn+1

de�novanou v oblasti Ωtn+1 a èasovìdiskretizovaný problém (14) pøetransformovat kompletnìdo oblasti Ωtn+1:
u

n+1 − û
n

τ

(15)

+
(

(un+1 − w
n+1) · ∇

)

u
n+1 − ν∆u

n+1 +∇pn+1 = 0,

∇ · un+1 = 0,v Ωtn+1,

& okrajové podmínky (8) { (10).



Prostorová diskretizaeNejvhodnìj¹í metoda pro prostorovou diskretizai pøedho-zího problému pro výpoèet funkí u := u
n+1 a p = pn+1 de-�novanýh v oblasti Ω := Ωtn+1, splòujííh systém (15) andokrajové podmínky (8) { (10): metoda koneènýh prvkù(MKP)Slabá formulae:Prostor funkí pro ryhlost:

W = (H1(Ω))2 (Sobolev�uv prostor)Prostor testovaíh funkí pro ryhlost:
X = {v ∈ W ;v|ΓD∪ΓWt

= 0}Prostor pro tlak:

M = L2(Ω) (Lebesgue�uv prostor)



Pùvodní problém lze nyní pøeformulovat jako úkol najítslabé øe¹ení
U = (u, p) ∈ W ×M:

a(U, U, V ) = f(V ), ∀ V = (v, q) ∈ X ×M, (16)

&u splòuje Dirihletovy okrajové podmínky (8), (9). Zde

a(U∗, U, V )

=
1

τ

∫

Ω
u · v dx + ν

∫

Ω
∇u · ∇v dx +

∫

Ω

(

(u∗ − w
n+1) · ∇

)

u · v dx

−
∫

Ω
p∇ · v dx +

∫

Ω
∇ · uq dx,

f(V ) (17)

=
1

τ

∫

Ω
û

n · v dx −
∫

ΓO
prefv · n dS,

U = (u, p), V = (v, q), U∗ = (u∗, p).

Dvojie U = (u, p) pøedstavuje øe¹ení na èasové úrovni tn+1,tzn., ¾e u
n+1 := u and pn+1 := p.



Galerkinova metoda koneènýh prvkù:Prostory W,X ,M jsou aproximovány koneènìrozmìrnýmipodprostory Wh,Xh,Mh, h ∈ (0, h0), h0 > 0Diskrétní problém:Najít Uh = (uh, ph) ∈ Wh × Mh tak, ¾e uh splòuje pøibli¾nìokrajové podmínky (8), (9) and
a(Uh, Uh, Vh) = f(Vh), ∀ Vh = (vh, qh) ∈ Xh ×Mh. (18)



Prof. Ivo Babu¹ka Prof. Frano BrezziUniv. of Texas at Austin Univ. of PaviaZaji¹tìní stability metody:Babu¹kova{Brezziho (BB) podmínka, zvaná té¾ inf-sup pod-mínka: Pro (Xh,Mh) existuje konstanta c > 0 taková, ¾e

inf
ph∈Mh

sup
vh∈Xh

(ph,∇ · vh)

|vh|H1(Ω)‖ph‖L2(Ω)

≥ c, h ∈ (0, h0). (19)



Ivo Babuska - Èestný èlen Uèené spoleènosti ÈRUniversity of Texas at Austin, USAHONORS AND AWARDS (some)- Czehoslovak State Prize for Mathematis, 1968.- Humboldt Senior US Sientist Award of the Federal Re-publi of Germany, 1976.- Birkho� Prize: Amerian Mathematial Soiety and So-iety for Industrial and Applied Mathematis, 1994- Distinguished University Professor, University of Mary-land, 1995.- J. von Neumann Medal, U.S. Assoiation for Computati-onal Mehanis, 1995.- Distinguished University Professor Emeritus, University ofMaryland, 1996.- Bolzano Medal, Czeh Aademy of Sienes, 1996.- Fellow of the U.S. Assoiation of Computational Meha-nis, 1997.



Dotor of Sienes Honoris Causa:- University of Westminster (UK), 1996- Brunel University (UK), 1996.- Charles University (Czeh Republi), 1997.- Czeh Tehnial University (Czeh Republi), 2007.

Udìlení titulu Dr.h.. prof. Babu¹kovi na ÈVUT v r. 2007



Praktiká realizae:

Ω je polygonální oblast

Th { triangulae oblasti Ω = sí» tvoøená koneèným poètemtrojúhelníkù; h = délka maximální stranyPøíklad sítì:
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-3 -2 -1  0  1  2  3  4Adaptovaná anisotropní sí» (metoda ANGENER V. Dolej¹ího)Taylorovy-Hoodovy elementy:tlak - po èásteh lineární funke,ryhlost - po èásteh kvadratiká funke:Tato dvojie (Xh,Mh) splòuje BB podmínku.



Stabilizae MKPV praktiky d�ule¾itýh problémeh je ν << 1 =⇒ vysoká Rey-noldsova èísla Re = UL
ν ≈ 105 − 107

=⇒ máme singulárnì pertubovaný problém s pøeva¾ujííkonvekíStandardní Galerkinova metoda (18) mù¾e vést k pøibli¾-nému øe¹ení obsahujíímu tzv. "spurious osillations" (ne-fyzikální osilae, které nejsou obsa¾eny v pøesném øe¹ení= Gibbs�uv jev)Jednoduhý pøíklad
−εu′′ + u′ = 0, u(0) = 0, u(1) = 1. (20)

ε > 0Pøesné øe¹ení:

u(x) =
ex/ε − 1

e1/ε − 1
.
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Pøibli¾né øe¹ení ε = 10−2Nutno pou¾ít vhodnou stabilizai { pro problém proudìní:pomoí metody proudniové difuze (streamline-di�usion me-thod { T. Hughes et al.) kombinované se stabilizaí tlaku



Prof. Tom Hughes, Univ. of Texas at AustinAwards and honours (some)Fellow of- the Amerian Aademy of Mehanis,- the Amerian Soiety of Mehanial Engineers (ASME),- the U.S. Assoiation for Computational Mehanis (USACM),- the International Assoiation for Computational Meha-nis (IACM) and the Amerian Assoiation for the Advan-ement of Siene.



He has reeived- the Walter L. Huber Civil Engineering Researh Prizefrom ASCE,- the Melville Medal from ASME,the Computational Mehanis Award from the Japan So-iety of Mehanial Engineers,- the von Neumann Medal from USACM,- the Gauss-Newton Medal from IACM,- the Worester Reed Warner Medal from ASME.



Zavedení stabilizaèníh èlenù Lh,Fh,Ph do diskrétního pro-blému:
w = u

∗ − w
n+1 { transportní ryhlost

Lh(U
∗, U, V )

=
∑

K∈Th

δK

∫

K
(
1

τ
u − ν△u + (w · ∇)u +∇p) · [(w · ∇)v] dx,

Fh(V ) (21)

=
∑

K∈Th

δK

∫

K

1

τ
û

n · [(w · ∇)v] dx,

U = (u, p), V = (v, q), U∗ = (u∗, p),

Ph(U, V ) =
∑

K∈Th

τK

∫

K
(∇ · u)(∇ · v) dx, U = (u, p), V = (v, q),

δK ≥ 0, τK ≥ 0 { vhodné parametry



Stabilizovaný diskrétní problém:Hledáme Uh = (uh, ph) ∈ Wh ×Mh takové, ¾e

a(Uh, Uh, Vh) + Lh(Uh, Uh, Vh) + Ph(Uh, Vh) (22)

= f(Vh) + Fh(Vh),

∀Vh ∈ Xh ×Mha uh splòuje pøibli¾nì Dirihletovy podmínky (8), (9).Výbìr stabilizaèníh parametrù:Øada in¾enýrskýh pøístupù - pro velká Re selhávají!!!Nutno provést velmi komplikovanou preizní teoretikoumatematikou analýzupou¾íváme výsledky, které získal prof. Gert Lube (Univ.Göttingen)



Dal¹í pøeká¾ky pøi výpoètu øe¹ení:- nelinearita diskrétního problému - pøekonána pomoí Ose-enovýh iteraí,- øe¹ení linearizovanýh Oseenovýh problémù ekvivalent-níh s velkými soustavami lineárníh rovni typu sedlovéhobodu - u¾ití vhodnýh pøímýh nebo iteraèníh metod proøe¹ení lineárníh algebraikýh systémù



Popis pohybu pro�lu

Pro�l se mù¾e posunovat ve vertikálním smìru a rotovatkolem elastiké osy xEO = (xEO1, xEO2).



Vertikální a torzní pohyb je popsán soustavou obyèejnýhdifereníálníh rovni
mḦ + kHH + Sα α̈ cosα − Sαα̇2 sinα = −F, (23)

SαḦ cosα + Iαα̈ + kαα − Sαα̇Ḣ sinα =M,

H { vertikální posunutí
α { úhel rotae kolem elastiké osyZadané fyzikální parametry:
kH { tuhost v posunutí
kα { tuhost v torzi
Sα { statiký moment vzhledem k elastiké ose

Iα { moment setrvaènosti
m { hmotnost pro�lu

F { vertikální slo¾ka síly (= vztlak) pùsobíí na pro�l

M { torzní moment pùsobíí na pro�l



Síla F a torzní moment M jsou de�novány jako velièinyzávisejíí na øe¹ení u a p soustavy rovni popisujííh prou-dìní.Závislost F a M na u a p de�nuje interaki proudíí tekutinys kmitajíím pro�lem.Realizae kompletního sdru¾eného problému:souèasné numeriké øe¹ení rovni popisujííh proudìní arovni popisujííh vibrae pro�lu



Numeriká realizaeValidae metody: øe¹íme správné rovnie?Veri�kae metody: øe¹íme rovnie správnì?Srovnání závislosti vypoèteného vztlaku a torzního mo-mentu na úhlu nábìhu s experimenty z NASA pro pro�lNACA 632 − 415
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Praktiká aplikae metody: simulae vibraí pro�luNACA 632−415 vynuenýh proudíí tekutinou pro nábì¾nouryhlost v rozmezí U = 15− 40 m/s.Analýza VZLÚ =⇒ stabilita pro U < 37.7 m/sVypoètená mez stability U = 37.3 m/sPro nábì¾nou ryhlost U > 37.3 m/s jsou osilae nestabilní- dostáváme typiký utter .
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U = 15 m/s
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U = 27.5 m/s
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U = 32.5 m/s
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U = 37.5 m/sVideo:Vizualizae vibraí v závislosti na èase pro U = 40 m/s



Jiné aplikaeInterake proudíího vzduhu a "vlajíí vlajky"skuteèný íl: vibrae papíru pøi jeho su¹ení v papírnì (J.Hron, MFF UK)



Proudìní vzduhu v lidskýh hlasivkáh (P. ©idlof, ÚT AVÈR)
Shéma hlasového traktu v sagittálním øezu a detail. . .



Simulae tlakovýh vln v uhu (L. Demkowiz, Univ. ofTexas at Austin)

Rozlo¾ení tlaku v uhu a jeho okolí



ZávìrCílem pøedná¹ky bylo ukázat, ¾e matematiké metody hrajíd�ule¾itou roli pøi øe¹ení komplikovanýh problém�u, v na¹empøípadì pøi studiu interake proudííh tekutiny a struktur.Matematiké modely reálnýh proesù, matematiká te-orie, numeriké metody a jejih analýza a algoritmizae,vypraování poèítaèovýh program�u a realizae výpoètù namoderníh poèítaèíh umo¾òují{ sní¾ení mno¾ství nákladnýh experimentù{ ílevìdomé zamìøení experimentù{ simulai proes�u, u nih¾ je experiment velmi obtí¾nýnebo nemo¾ný.



LiteraturaFeistauer M.: Mathematial Methods in Fluid Dynamis.Longman, Harlow, 1993.Feistauer M., Felman J., Stra¹kraba I.: Mathematial andComputational Methods for Compressible Flow. ClarendonPress, Oxford, 2003.Sváèek P., Feistauer M., Appliation of a stabilized FEMto problems of aeroelastiity. In Numerial Mathematisand Advaned Appliations, ENUMATH2003 (eds M. Feis-tauer, V. Dolej¹í, P. Knobloh, K. Najzar), Springer, Berlin,2004.Sváèek P., Feistauer M., Horáèek, J., Numerial simulationof ow indued airfoil vibrations with large amplitudes.Journal of Fluids and Strutures, 23 (2007), 391-411.


