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Vyznam simulace interakce tekutin a struktur:

vyvoj letadel (vibrace kridel)

vyvoj turbin (vibrace lopatek)

automobilovy pramysl (odstranéni hluku)

stavebni inzenyrstvi (interakce silného vétru a staveb-
nich konstrukci - TV véze, chladici véze, mosty,...)

medicina (hemodynamika - proudéni krve v srdci a cé-
vach, vznik hlasu - proudéni vzduchu v hlasivkach)



Priklady:
Vibrace mostu zpusobené vétrem

Experimenty s modely letadel v aerodynamickém tunelu —
ukazuji nebezpecne letove rezimy



Mé&reni vibraci kfidla v aerodynamickém tunelu VZLU v Let-
nanech

Nas cil: simulace vibraci kridla vvynucenych obtékajicim vzdu-
chem— umoznujici casteCné nahrazeni zdlouhavych a na-

kladnych experimenttl v aerodynamickych tunelech (= 10° —
10" K&)



Modelovani interakce kridla letadla s proudicim vzduchem:
pomoci obtekani leteckého profilu = rovinny rez kridlem
Letecky profil se dvéma stupni volnosti:
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Formulace problemu proudéni v Casove
zavisle oblasti

(0,7), kde T > 0 — Casovy interval

O;C IR? — vypocetni oblast vyplnéna tekutinou v ¢ase t

u = u(x,t) = (uy(z,t),us(z,t),p = pla,t),x = (x1,x9) € U, t € (0,T)
— rychlost a kinematicky tlak

v > 0 — kinematicka vazkost

Rovnice popisujici proudéni:

Navierovy-Stokesovy rovnice, rovnice kontinuity

o
—u+(u-V)u+Vp—1/Au = 0,

ot
V-u = 0,
n Qt.



Pro kazdé ¢ je oblast (); jina.

Simulace proudéni v Casove promeénne oblasti: metoda ALE
- Arbitrary Lagrangian-Eulerian method (T. Hughes et al)
(o — referencni konfigurace napr. (). = ().

A — ALE zobrazeni — prosté regularni zobrazeni referencCni
konfigurace na vypoctovou oblast (); v Case ¢t:

At 0 Qg — Uy X €Qp—x =2(X,t) = Ay(X) € Q. (1)

Rychlost deformace oblasti (domain velocity)

(X, 1) = %m(X, ), (2)

muze byt pretransformovana do prostorovych souradnic zx
vztahem

w=wo A, ti. wz,t)=wA; (z)1) (3)



] A ) L _ . .
ALE derivace %t, analogie k materialove derivaci v Lagran-
geovském popisu.

Pro funkci f: M ={(z,t);z € Q,t € (0,T)} — IR polozime

~

f(X,t) = f(AUX), 1)
a definujeme

DA ~of o
Zjistime, Ze
DA of
th ot (w-V)f. (5)

Formulace Navierovych-Stokesovych rovnic v ALE tvaru

DA
—u+ ((u—w) - V)u+Vp—vAu = 0, (6)

Dt
V-u = 0,
n Qt.



PocateCni podminka:
U(w,()) = U, T < QOa (7)

Okrajové podminky:
o)y = I'pU FO U FWt: I'p, FO and FWt disjunktni

['p predstavuje vstup a pripadné neprostupné stény — zada-
vame Dirichletovu podminku

ulp, =up. (8)
I'vvy — profil v Case ¢t — predpokladame, ze rychlost tekutiny
u je rovna rychlosti w|FWt profilu:



I'o — vystup — ” jemna prirozena” podminka

ou
_(p_pref>n+V8—nZO on Lo, (10)

n — jednotkova vnéjSi normala k o)
prey — Predepsany referencni tlak na vystupu

Existence a jednoznacnost feseni: OTEVRENY problém

Teorie Navierovych-Stokesovych rovnic:

Existence reseni je matematicky dokazana pro proudéni v
pevneé oblasti.

Jednoznacnost reseni = fundamentalni otevreny problem -
jeden z matematickych problemu pro treti tisicileti - cena
Clayova Institutu - 10° USD



Numerickeé reseni problemu
Obtize:

— nelinearni probléeém

— pohybujici se profil

— vysokeé Reynoldsovo Cislo

— interakce s modelem deformace kridla

Casova diskretizace

Dé&leni Casov€ého intervalu 0,7]: 0=ty <t1 < --- < T, t =k,
S Casovym krokem 7 > 0

u(x,tn),p(x, tn) — presné reSeni (definovan€ pro = € () ) Vv
Ccasovém okamziku ¢, — aproximovano funkcemi u"(x),p"(x)
(definovanymi v € ).



__:_>
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Obr. 2: Casova
diskretizace v pohybujici se oblasti

Pro X € (), mame

i=...,n—1,nn+1. (11)



Aproximaci ALE derivace v Case t,,.; a bod& 2" = 4, (X)
vyjadrime pomoci zp€tne diference:

w(X,t) = u(ALX),t)

Dt (ajn 7n—l—1> — ot |t:tn_|_1 (12)
~n—+1 X)) — a™( X
T

un—kl(wn—l—l) . un(wn)

T




— Problém pro neznamé funkce u"*!:Q,  — R* a p"'!:
Qtn—l—l — IR

u”+1(a:n+1) . u"(a}n)) (14)

_’_((un—kl(mg—H) _ wn+1($n+1)> ‘ v>un+1(mn+1>

_VAun—l—l(mn—|—1> 4 vpn+1(mn+1> =0,

\va un+1($n+1> —0

kde w"t! ~ w(t,. ).

K tomuto systému pridame okrajové podminky (8) — (10)
na ol

n+1"



Funkci v, definovanou v (); lze pretransformovat na funkci
4" = u" o Ay, o At_n1+1 definovanou v oblasti (; , a €asové
diskretizovany problém (14) pretransformovat kompletné
do oblasti Qth:

un+1 —
(15)
e
_|_ ((un—H o ,wn—l—1> . v) un—H L VAun—l—l _|_ vpn—l—l — O,
vV -u"t =0,
V Qtn+1’

& okrajové podminky (8) — (10).



Prostorova diskretizace

NejvhodnéjSi metoda pro prostorovou diskretizaci predcho-
ziho problému pro vypocet funkci v = vl a p = ptl de-
finovanych v oblasti 2 =, spliujicich systém (15) and
okrajové podminky (8) — (10): metoda konecnych prvk
(MKP)

Slaba formulace:

Prostor funkci pro rychlost:

W = (H}(Q))? (Sobolevav prostor)
Prostor testovacich funkci pro rychlost:
X ={v e W;v|r ur,, =0}

Prostor pro tlak:

M = L) (Lebesgueiiv prostor)



Puavodni problém lIze nyni preformulovat jako ukol najit
slabeé reseni
U= (u,p) € W X M:
a(U, U, V)= f(V), VV=(vgq €X XM, (16)
&u splnuje Dirichletovy okrajové podminky (8), (9). Zde
U* U, V)
/u fvd:c+V/Vu Vvdﬂc+/ n+1)~V)u-fvdm

—/pV-vda:Jr/QV-uqda:,
(17)

/ vda:—/FOpr@fv-ndS,
= (u,p), V= (v,q), U" = (u",p).

Dvojice U = (u,p) predstavuje reSeni na Casov€ urovni t, 1,
tzn., ze u"! .= u and p" ! .= p.



Galerkinova metoda konecnych prvku:

Prostory W, X, M jsou aproximovany koneCnérozmeérnymi
podprostory W, X}, My, h € (0,hgy), hg >0

Diskrétni problem:

Najit U;, = (uy,py) € W, x M,;, tak, ze wu,; splhuje priblizné
okrajové podminky (8), (9) and

a(Up, Up, V) = f(V3), V Vi = (vp, qp) € X X My, (18)



Prof. Ivo Babuska Prof. Franco Brezzi
Univ. of Texas at Austin Univ. of Pavia

Zajisténi stability metody:
BabusSkova—Brezziho (BB) podminka, zvana téz inf-sup pod-
minka: Pro (X}, M,;) existuje konstanta ¢ > 0 takova, ze

inf  sup (Ph, V- vp) > ¢, h € (0, hg). (19)

PreMivyexy, [Vl o) llenll o)




Ivo Babuska - Cestny cClen Ucené spolecnosti CR
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- Humboldt Senior US Scientist Award of the Federal Re-
public of Germany, 1976.

- Birkhoff Prize: American Mathematical Society and So-
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- Distinguished University Professor, University of Mary-
land, 1995.

- J. von Neumann Medal, U.S. Association for Computati-
onal Mechanics, 1995.

- Distinguished University Professor Emeritus, University of
Maryland, 1996.

- Bolzano Medal, Czech Academy of Sciences, 1996.

- Fellow of the U.S. Association of Computational Mecha-
nics, 1997.



Doctor of Sciences Honoris Causa:

University of Westminster (UK), 1996

Brunel University (UK), 1996.

Charles University (Czech Republic), 1997.

Czech Technical University (Czech Republic), 2007.

Udéleni titulu Dr.h.c. prof. Babuskovi na CVUT v r. 2007



Prakticka realizace:

() je polygonalni oblast

7, — triangulace oblasti () = sit tvofena konecnym poctem
trojahelnika; h = délka maximalni strany

Priklad sité:
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Adaptovana anisotropni sit (metoda ANGENER V. Dolegjsiho)
Taylorovy-Hoodovy elementy:

tlak - po Castech linearni funkce,

rychlost - po Castech kvadraticka funkce:

Tato dvojice (X}, M;,) splhuje BB podminku.




Stabilizace MKP

V prakticky dulezitych problémech je v << 1 — vysoka Rey-
noldsova €isla Re = “& ~ 107 — 107

—> mame singularné pertubovany problém s prevazujici
konvekci

Standardni Galerkinova metoda (18) muze vést k pribliz-
nému reSeni obsahujicimu tzv. ” spurious oscillations” (ne-
fyzikalni oscilace, které nejsou obsazeny v presném reseni
— Gibbsuv jev)

Jednoduchy priklad

—eu” + v =0, w(0) =0, w(l)=1. (20)

e >0
Presné reseni.
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Nutno pouzit vhodnou stabilizaci — pro problém proudéni:
pomoci metody proudnicové difuze (streamline-diffusion me-
thod — T. Hughes et al.) kombinované se stabilizaci tlaku



Prof. Tom Hughes, Univ. of Texas at Austin
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Fellow of
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- the International Association for Computational Mecha-
nics (IACM) and the American Association for the Advan-
cement of Science.



He has received

- the Walter L. Huber Civil Engineering Research Prize
from ASCE,

- the Melville Medal from ASME,

the Computational Mechanics Award from the Japan So-
ciety of Mechanical Engineers,

- the von Neumann Medal from USACM,

- the Gauss-Newton Medal from IACM,

- the Worcester Reed Warner Medal from ASME.



Zavedeni stabilizacnich cClent L;, F;,P; do diskrétniho pro-
blemu:

w = u* — w"t! — transportni rychlost

= Y b [ Cu—vAut @ V)ut Vp) (@ V)o]dr,

Fp(V) (21)

PrL(U, V) = T V-u)(V-v)de, U= (u,p), V=I(v,q),
(V)= 3 K [ (V- w)(V ) (,p) (v.9)

O > 0, 7 > 0 — vhodné parametry



Stabilizovany diskrétni probléem:
Hledame U, = (uy, pp,) € Wy, x M;, takove, ze

a(Up, Up, Vi) + L, (U, U, Vi) + Pr(Up, Vi) (22)

= f(Vi) + Fr(Vy),
\V/Vh & Xh X Mh

a ujy splhuje priblizné Dirichletovy podminky (8), (9).

Vybér stabilizacnich parametru:
Rada inzenyrskych pristupt - pro velka Re selhavaji!!!

Nutno provest velmi komplikovanou precizni teoretickou
matematickou analyzu

pouzivame vysledky, které ziskal prof. Gert Lube (Univ.
Gottingen)



DalSi prekazky pri vypocCtu resent:

- nelinearita diskrétniho problému - prekonana pomoci Ose-
enovych iteraci,

- feSeni linearizovanych Oseenovych problemu ekvivalent-
nich s velkymi soustavami linearnich rovnic typu sedloveho
bodu - uziti vhodnych primych nebo iteracnich metod pro
reseni linearnich algebraickych systemu



Popis pohybu profilu
y C

Profil se mize posunovat ve vertikalnim sméru a rotovat
kolem elastické osy zpp = (xgo1, TEO2)-



Vertikalni a torzni pohyb je popsan soustavou obycejnych
diferencialnich rovnic

mH + kg H + Saé cosa — Saa’ sina = —F, (23)
SoH cosa + Iné + koo — SoceH sin o = M,

H — vertikalni posunuti

a — Uhel rotace kolem elasticke osy

Zadané fyzikalni parametry:

kg — tuhost v posunuti

ko — tuhost v torzi

So — staticky moment vzhledem k elastickeé ose
I, — moment setrvacnosti

m — hmotnost profilu

F' — vertikalni slozka sily (= vztlak) puasobici na profil
M — torzni moment pusobici na profil



Sila F a torzni moment M jsou definovany jako veliCiny
zavisejici na reseni v a p soustavy rovnic popisujicich prou-
déni.

Zavislost F' a M na u a p definuje interakci proudici tekutiny
s kmitajicim profilem.

Realizace kompletniho sdruzeného probléeému:
soucasné numerické resSeni rovnic popisujicich proudéni a
rovnic popisujicich vibrace profilu



Numericka realizace

Validace metody: rfeSime spravné rovnice?

Verifikace metody: fesime rovnice spravné?
Srovnani zavislosti vypocteného vztlaku a torzniho mo-
mentu na ouhlu nabéhu s experimenty z NASA pro profil

NACA 63, — 415

o\’
K=

5

Srovnani méreni a vypoctu vztlaku v

zavislosti na uhlu nabehu
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Srovnani méreni a vypoctu torzniho

momentu v zavislosti na uhlu nabéhu



Prakticka aplikace metody: simulace vibraci profilu
NACA 639 —415 vynucenych proudici tekutinou pro nabéznou

rychlost v rozmezi U/ =15 - 40 m/s.

Analyza VZLU — stabilita pro U4 < 37.7 m/s
Vypoctena mez stability ¢/ = 37.3 m/s

Pro nabé&znou rychlost ¢/ > 37.3 m/s jsou oscilace nestabilni
- dostavame typicky flutter .
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Video:
Vizualizace vibraci v zavislosti na €ase pro U4 =40 m/s



Jineé aplikace

Interakce proudiciho vzduchu a " vlajici viajky”
skutecCny cil: vibrace papiru pri jeho suSeni v papirné (J.
Hron, MFF UK)



Proudéni vzduchu v lidskych hlasivkach (P. Sidlof, UT AV
CR)
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Simulace tlakovych vin v uchu (L. Demkowicz, Univ. of
Texas at Austin)

/

Rozlozeni tlaku v uchu a jeho okoli




Zaver

Cilem prednasky bylo ukazat, ze matematické metody hraji
dulezitou roli pri reSeni komplikovanych problému, v nasem
pripadé pri studiu interakce proudicich tekutiny a struktur.

Matematické modely realnych procesti, matematicka te-
orie, numerické metody a jejich analyza a algoritmizace,
vypracovani pocitacovych programu a realizace vypocCtu na
modernich pocitacCich umoznuji

— snizeni mnozstvi nakladnych experimentt

— cilevedomeé zameéreni experiment

— Ssimulaci procesu, u nichz je experiment velmi obtizny
nebo nemozny.
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