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Linearni (= vektorové) prostory

Tvoreny vektory, s¢itani vektoril, ndsobeni skalary

Baze vektorového prostoru, dimenze = pocet prvki (libovolné) baze.
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Linearni transformace a matice

Linearni transformace vektorového prostoru V =
zobrazeni kompatibilni se s¢itanim vektori a ndsobenim skalary.

Kazda linedrni transformace je jednoznacné uréena hodnotami na bazi
prostoru V.

Aritmetizace vzhledem k bazi:
vektory <« n-tice skalari

linedrni transformace < matice (jejichZ koeficienty jsou skalary)
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Symetrie a grupy

Symetrie matematickych objekti jsou popisovdny grupami.
o symetrie N = {1,2,...,n}, tj. permutace na N. Zapis: m = (33 1)

Symetricka grupa S, je tvofena viemi permutacemi na N, s operaci
skladani permutaci.

o Kleinova 4-grupa Ky - symetrie obdélnika, ktery neni &tvercem.

o dihedralni grupa Dy, - symetrie pravidelného n-thelnika.

Jan Trlifaj (MFF UK) Teorie reprezentaci 17. ¥ijna 2017 5 /30



Il. Linearni reprezentace grup, grafti, a algeber J

Ferdinand Georg Frobenius (1849 — 1917)
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Linearni reprezentace grup

Idea
Symetrie se interpretuji jako linedrni transformace vektorovych prostord.

Ptiklad

Reprezentace symetrické grupy S, linedrnimi transformacemi prostoru V
dimenze n (s bazi B = {b1,..., bn}):

Permutace m € S, se interpretuje jako linedrni transformace permutujici
prvky v B: bi — by (jy.

KaZdou n-prvkovou grupu G lze vnofit do symetrické grupy S,, sloZeni' s
reprezentaci uvedenou vySe ddva tzv. regularni reprezentaci G.
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Grafy

Graf G

@ kone¢nd mnoZina vrcholq,

o (obecn& nekonetnd) mnoZina orientovanych hran.
Hrany mohou byt ndsobné, a mohou vytvaret cykly.

P¥iklady
oAm: O=——==05:050 ...0——0
@ Kroneckerilv graf: Ky = o mx_ e
9 ]Lm -

:Ce
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Linearni reprezentace grafii

Idea

Vrcholy se interpretuji jako vektorové prostory a orientované hrany jako
linearni transformace.

Priklady reprezentaci

O pohy KK, K20, 0—2-K.

Q poKy: K" K",
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Spolecné zobecnéni: Linedrni reprezentace algeber

Linearni transformace vektorového prostoru V tvofi vektorovy prostor,
a daji se nasobit (skladat), tvo¥i K-algebru L( V).

Aritmetizace: L(V) = M,(K) K-algebra n x n matic nad K.

Idea
Zkoumat reprezentace libovolné K-algebry A v K-algebte L(V). J

Reprezentace symetrii (grup) a grafli jsou jen specidlnim p¥ipadem:

© reprezentace grupy G = reprezentace grupové algebry KG
(grupa G tvofi bazi prostoru KG, ndsobeni = grupové operace).

@ reprezentace grafu G = reprezentace algebry cest grafu (KG)
(cesty v grafu tvofi bazi prostoru (KG), nasobeni = navazovani cest).
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Ptiklady K-algeber cest grafii

Algebra cest grafu A, je algebra hornich trojihelnikovych matic

UTin(F) =, &)

Algebra cest Kroneckerova grafu K, je maticovd algebra (K K7).

Algebra cest grafu L, je polynomidlni algebra K(x1,...,Xm).
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Démokritovsky pfFistup k reprezentacim

Démokritos (460 - 370 p¥.n.l.)
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Dekompozice reprezentaci

Idea

RozloZit reprezentace na “atomy” (= nerozloZitelné reprezentace). J

Priklad

Rozklad reprezentaci grafu Ay = e —— o
VL W = (Ker (f) = 0) & (C — Im(f)) & (0 — D)
@ prvni s¢itanec je souétem kopii nerozloZitelné reprezentace K — 0,

@ druhy je souétem kopii K LA K,
@ a treti kopii 0 — K.

v
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Dekompozice reprezentaci v obecném pripadé

Dilezity specialni p¥ipad:

C = v8echny kone¢n& dimenziondini nerozloZitelné reprezentace.
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Konecny reprezentacni typ

Algebra A je koneéného reprezentaéniho typu pokud existuje kone¢né

mnoho nerozloZitelnych reprezentaci algebry A. Pak se kaZda reprezentace
algebry A jednozna&né rozklada na nerozloZitelné reprezentace.

Teorie reprezentaci
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Krotky reprezentacni typ

Algebra A je krotkého reprezentaéniho typu pokud existuje klasifikace

kone&né-dimenziondlnich nerozloZitelnych reprezentaci algebry A, ale
téchto reprezentaci je nekonetné.
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Eukleidovské grafy

n-Subspace Problem

Problém je koneéného typu pro n < 4, krotkého typu pro n = 4
a divokého typu pro n > 4.
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Divoky reprezentacni typ

Algebra A, kterd neni kone¢ného ani krotkého reprezentaéniho typu,
se nazyvd divokého reprezentacniho typu.

Priklad

Pro m > 3 je algebra cest Kroneckerova grafu K,, divokého typu.

[Drozd,Crawley-Boevey]

Je-li A algebra divokého reprezentaéniho typu, pak pro libovolnou koneéné
dimenzionalni K-algebru B plati, Ze vSechny K-linearni reprezentace
algebry B Ize realizovat jako K-linedrni reprezentace algebry A.

Disledek: Algebry cest skoro vSech grafii jsou divoké, a tedy neni
gance na klasifikaci jejich kone¢né dimenzionalnich nerozlozZitelnych
reprezentaci.
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Klasifikace linearnich reprezentaci grup

G konelna grupa o n prvcich, K pole skaldri charakteristiky p.

@ Grupova algebra KG je koneéného reprezentacniho typu pokud
bud
- p nedéli n, pak dokonce

- nebo v8echny maximalni p-podgrupy G jsou cyklické.

o KG je krotkého reprezentacniho typu pokud p = 2 a v8echny
maximalni p-podgrupy G jsou izomorfni Kleinové grup& Ky, nebo
dihedralni grupé Dyni2, nebo semidihedralni grupé SD,ai1, nebo
zobecnéné kvaternionové grupé Qgp.

@ Ve vSech ostatnich p¥ipadech ma KG divoky reprezentaiéni typ!
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Pt¥iklad: reprezentace symetrické grupy S, pro K =C

Youngovy diagramy

Ptiklad pro n =10 a rozklad 10 =5+ 4 + 1.

G - ¥adkova podgrupa diagramu (o r prvcich),
H - sloupcova podgrupa (s prvki).

Youngovy projektory a Spechtovy reprezentace:
P=r"Ypcce qa=s5"'2 cnsen(g)g,  S(Y)=CSypq.
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Krystalografické grupy

K popisu symetrii krystalografickych konfiguraci v R”
(tzv. prostorovych grup) nesta&i ,,horizontéIni" dekompozice.
Je tfeba ptidat ,,vertikalni" rozmér - rozsiteni:

Bieberbach, Zassenhaus - Hilbertiv 18. problém
b

Prostorové grupy splyvaji s grupami G, které jsou rozsitenimi (m¥izové)

grupy Z" pomoci kone¢nych (bodovych) grup B:

0—-2"— G—B—0.
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IV. Derridovsky pfistup k reprezentacim )
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Dekonstrukce reprezentaci
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Jacques Derrida (1930 - 2004) Paul Eklof
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Rozsifeni reprezentaci, iterovand rozsi¥eni, transfinitni rozsiteni.

T¥ida reprezentaci A je dekonstruovatelna pokud existuje podmnoZina
C C A takova, Ze kaZzda reprezentace A € A je transfinitnim rozsifenim
reprezentaci z C (tj., pro A existuje C-dekonstrukce).

Nap¥. t¥ida v8ech podgrup Q-vektorovych prostor(i je dekonstruovatelna.
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Aproximace

e —_— M
C\ /.‘i g o
(M) _ﬂ."(n) ﬂ(n)

(s rez o Cventy

/wpuzsn'@a w M

Reinhold Baer Hyman Bass

Idea
o charakterizace reprezentaci v konkrétni t¥idé C pomoci invariant,
o (levé, pravé) aproximace obecnych reprezentaci reprezentacemi z C,

@ iterace aproximaci: C-rezolventy, soubory invariant(.

Nap¥. tfida vSech injektivnich reprezentaci C davd Bassovy invarianty.
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Hojnost aproximaci

o Kazd4 dekonstruovatelnd t¥ida dava (pravé) aproximace.

e T¥ida Ext-ortogonalni k libovolné mnoZin& reprezentaci dava (levé)
aproximace.

Vhodna volba aproximaci umoZiiuje fesit nékteré klasické problémy algebry:

Zakladni otazka: Jsou vSechny tfidy reprezentaci uzaviené na
transfinitni extenze dekonstruovatelné, a tudiz pouzitelné k
aproximacim?
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Podnét z algebraické geometrie

Vladimir Drinfeld

[Drinfeld] “Infinite—dimensional vector bundles in algebraic geometry:
an introduction”, The Unity of Mathematics, Birkhauser, 2006.

Idea
Nahradit volné reprezentace plochymi Mittag-Lefflerovymi. J

Otédzka: Lze je uZit pro vypolet kohomologii kvazi-koherentnich svazki?
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Cesta od algebraické geometrie zpét k reprezentacim

Modelové struktury
[Quillen] “Homotopical Algebra”, Springer 1967.

Kotorzni pary

[Hovey] “Cotorsion pairs, model category structures, and
representation theory”, Math. Z. 241(2002).

Fakt: ploché Mittag-Lefflerovy = lokdIn& volné (reprezentace).
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Lokalni volné reprezentace

Saharon Shelah
Lokalné& volné reprezentace studovény jiz od 60. let (Shelah aj.):

[Eklof-Mekler]  “Almost Free Modules”, North-Holland, 2000.

Konsistence neexistence Whiteheadovych aproximaci:

[Eklof-Shelah]  “On the existence of precovers”, Illinois J. Math.

47(2003).
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Meze teorie aproximaci

Negativni odpovéd na zakladni otazku:

Pro libovolnou neperfektni algebru t¥ida lokalné volnych reprezentaci
neni (zprava) aproximujici, a tedy ani dekonstruovatelna.

P¥iklad: Aditivni grupa raciondlnich &isel Q nema Zadnou lokalné volnou
(pravou) aproximaci.

Zacatek nového p¥ibéhu:

@ Zobecnéni lokalni volnosti pomoci tzv. vychylujici teorie dava
napfiklad
neexistenci “lokalné volnych” (pravych) aproximaci pro
libovolné algebry cest, které nejsou kone¢ného reprezentacniho
typu.

@ Vyvinuté metody lze uZit i k hlubsimu studiu faktorizaénich vlastnosti
reprezentaci (feSeni Auslanderova problému aj.).
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