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I. Lineárńı reprezentace
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Lineárńı (= vektorové) prostory

Tvǒreny vektory, sč́ıtáńı vektor̊u, násobeńı skaláry

Báze vektorového prostoru, dimenze = počet prvk̊u (libovolné) báze.
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Lineárńı transformace a matice

Lineárńı transformace vektorového prostoru V =
zobrazeńı kompatibilńı se sč́ıtańım vektor̊u a násobeńım skaláry.

Každá lineárńı transformace je jednoznačně určena hodnotami na bázi
prostoru V .

Aritmetizace vzhledem k bázi:

vektory ←→ n-tice skalár̊u

lineárńı transformace ↔ matice (jejichž koeficienty jsou skaláry)
.
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Symetrie a grupy

Symetrie matematických objekt̊u jsou popisovány grupami.

symetrie N = {1, 2, . . . , n}, tj. permutace na N. Zápis: π = ( 1 2 ... n
2 3 ... 1 )

Symetrická grupa Sn je tvǒrena všemi permutacemi na N, s operaćı
skládáńı permutaćı.

Kleinova 4-grupa K4 - symetrie obdélńıka, který neńı čtvercem.

dihedrálni grupa D2n - symetrie pravidelného n-úhelńıka.

. . .
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II. Lineárńı reprezentace grup, graf̊u, a algeber

Ferdinand Georg Frobenius (1849 – 1917)
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Lineárńı reprezentace grup

Idea

Symetrie se interpretuj́ı jako lineárńı transformace vektorových prostor̊u.

Př́ıklad

Reprezentace symetrické grupy Sn lineárńımi transformacemi prostoru V
dimenze n (s báźı B = {b1, . . . , bn}):

Permutace π ∈ Sn se interpretuje jako lineárńı transformace permutuj́ıćı
prvky v B: bi 7→ bπ(i).

Každou n-prvkovou grupu G lze vnǒrit do symetrické grupy Sn, složeńı s
reprezentaćı uvedenou výše dává tzv. regulárńı reprezentaci G .
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Grafy

Graf G

konečná množina vrchol̊u,

(obecně nekonečná) množina orientovaných hran.
Hrany mohou být násobné, a mohou vytvá̌ret cykly.

Př́ıklady

1 Am = • // • . . . . . .• // •
2 Kronecker̊uv graf: Km = • ((

m× 66 •
3 Lm = •

m×

DD

Jan Trlifaj (MFF UK) Teorie reprezentaćı 17. ř́ıjna 2017 8 / 30



Lineárńı reprezentace graf̊u

Idea

Vrcholy se interpretuj́ı jako vektorové prostory a orientované hrany jako
lineárńı transformace.

Př́ıklady reprezentaćı

1 pro A2: K
id // K , K

0 // 0 , 0
0 // K .

2 pro K2: Kn
id **

Jn,k

44 Kn .
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Společné zobecněńı: Lineárńı reprezentace algeber

Lineárńı transformace vektorového prostoru V tvǒŕı vektorový prostor,
a daj́ı se násobit (skládat), tvǒŕı K -algebru L(V ).

Aritmetizace: L(V ) ∼= Mn(K ) K -algebra n × n matic nad K .

Idea

Zkoumat reprezentace libovolné K -algebry A v K -algeb̌re L(V ).

Reprezentace symetríı (grup) a graf̊u jsou jen speciálńım p̌ŕıpadem:

1 reprezentace grupy G = reprezentace grupové algebry KG
(grupa G tvǒŕı bázi prostoru KG , násobeńı = grupová operace).

2 reprezentace grafu G = reprezentace algebry cest grafu 〈KG 〉
(cesty v grafu tvǒŕı bázi prostoru 〈KG 〉, násobeńı = navazováńı cest).
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Př́ıklady K -algeber cest graf̊u

Algebra cest grafu Am je algebra horńıch trojúhelńıkových matic

UTm(K ) =
(

K ... K
...

0 ... K

)
.

Algebra cest Kroneckerova grafu Km je maticová algebra
(

K Km

0 K

)
.

Algebra cest grafu Lm je polynomiálńı algebra K 〈x1, . . . , xm〉.
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III. Démokritovský p̌ŕıstup k reprezentaćım

Démokritos (460 - 370 p̌r.n.l.)
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Dekompozice reprezentaćı

Idea

Rozložit reprezentace na “atomy” (= nerozložitelné reprezentace).

Pro konečně dimenzionálńı reprezentace je to vždy možné!

Př́ıklad

Rozklad reprezentaćı grafu A2 = • // •

V
f→W = (Ker (f)→ 0)⊕ (C → Im(f ))⊕ (0→ D)

prvńı sč́ıtanec je součtem kopíı nerozložitelné reprezentace K → 0,

druhý je součtem kopíı K
id→ K ,

a ťret́ı kopíı 0→ K .
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Dekompozice reprezentaćı v obecném p̌ŕıpadě

Důležitý speciálńı p̌ŕıpad:

C = všechny konečně dimenzionálńı nerozložitelné reprezentace.
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Konečný reprezentačńı typ

Algebra A je konečného reprezentačńıho typu pokud existuje konečně
mnoho nerozložitelných reprezentaćı algebry A. Pak se každá reprezentace
algebry A jednoznačně rozkládá na nerozložitelné reprezentace.

[Gabriel] Pro K = C je algebra cest grafu G konečného
reprezentačńıho typu, pravě když neorientovaný graf Ḡ je Dynkinuv.
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Krotký reprezentačńı typ

Algebra A je krotkého reprezentačńıho typu pokud existuje klasifikace
konečně-dimenzionálńıch nerozložitelných reprezentaćı algebry A, ale
těchto reprezentaćı je nekonečně.

[Kronecker] Pro K = C je algebra cest grafu K2 krotkého
reprezentačńıho typu.

[Nazarova, Donovan-Freislich] Pro K = C je algebra cest grafu
G krotkého reprezentačńıho typu, pravě když neorientovaný
graf Ḡ je Eukleid̊uv.
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Eukleidovské grafy

n-Subspace Problem

Problém je konečného typu pro n < 4, krotkého typu pro n = 4
a divokého typu pro n > 4.
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Divoký reprezentačńı typ

Algebra A, která neńı konečného ani krotkého reprezentačńıho typu,
se nazývá divokého reprezentačńıho typu.

Př́ıklad

Pro m ≥ 3 je algebra cest Kroneckerova grafu Km divokého typu.

[Drozd,Crawley-Boevey]

Je-li A algebra divokého reprezentačńıho typu, pak pro libovolnou konečně
dimenzionálńı K -algebru B plat́ı, že všechny K -lineárńı reprezentace
algebry B lze realizovat jako K -lineárńı reprezentace algebry A.

Důsledek: Algebry cest skoro všech graf̊u jsou divoké, a tedy neńı
šance na klasifikaci jejich konečně dimenzionálńıch nerozložitelných
reprezentaćı.
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Klasifikace linearńıch reprezentaćı grup

G konečná grupa o n prvćıch, K pole skalár̊u charakteristiky p.

Grupová algebra KG je konečného reprezentačńıho typu pokud
bud’

- p neděĺı n, pak dokonce
každá reprezentace má jednoznačnou dekompozici na
jednoduché reprezentace,
- nebo všechny maximálńı p-podgrupy G jsou cyklické.

KG je krotkého reprezentačńıho typu pokud p = 2 a všechny
maximálńı p-podgrupy G jsou izomorfńı Kleinově grupě K4, nebo
dihedrálńı grupě D2n+2 , nebo semidihedrálńı grupě SD2n+1 , nebo
zobecněné kvaternionové grupě Q4n.

Ve všech ostatńıch p̌ŕıpadech má KG divoký reprezentačńı typ!
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Př́ıklad: reprezentace symetrické grupy Sn pro K = C

Youngovy diagramy

Př́ıklad pro n = 10 a rozklad 10 = 5 + 4 + 1.

G - řádková podgrupa diagramu (o r prvćıch),
H - sloupcová podgrupa (s prvk̊u).

Youngovy projektory a Spechtovy reprezentace:
p = r−1

∑
g∈G g , q = s−1

∑
g∈H sgn(g)g , S(Y ) = CSnpq.

Spechtova reprezentace S(Y ) je jednoduchá.
Naopak: každá jednoduchá reprezentace je Spechtova pro nějaký
(jednoznačně určený) Young̊uv diagram Y .
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Krystalografické grupy

K popisu symetríı krystalografických konfiguraćı v Rn

(tzv. prostorových grup) nestač́ı ,,horizontálńı” dekompozice.
Je ťreba p̌ridat ,,vertikálńı” rozměr - rozš́ı̌reńı:

Bieberbach, Zassenhaus - Hilbert̊uv 18. problém

Prostorové grupy splývaj́ı s grupami G , které jsou rozš́ı̌reńımi (mř́ıžové)
grupy Zn pomoćı konečných (bodových) grup B:

0→ Zn → G → B → 0.
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IV. Derridovský p̌ŕıstup k reprezentaćım
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Dekonstrukce reprezentaćı

Jacques Derrida (1930 - 2004) Paul Eklof

Rozš́ı̌reńı reprezentaćı, iterovaná rozš́ı̌reńı, transfinitńı rozš́ı̌reńı.

Tř́ıda reprezentaćı A je dekonstruovatelná pokud existuje podmnožina
C ⊆ A taková, že každá reprezentace A ∈ A je transfinitńım rozš́ı̌reńım
reprezentaćı z C (tj., pro A existuje C-dekonstrukce).

Nap̌r. ťŕıda všech podgrup Q-vektorových prostor̊u je dekonstruovatelná.
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Aproximace

Reinhold Baer Hyman Bass

Idea

charakterizace reprezentaćı v konkrétńı ťŕıdě C pomoćı invariant̊u,

(levé, pravé) aproximace obecných reprezentaćı reprezentacemi z C,

iterace aproximaćı: C-rezolventy, soubory invariant̊u.

Nap̌r. ťŕıda všech injektivńıch reprezentaćı C dává Bassovy invarianty.
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Hojnost aproximaćı

Každá dekonstruovatelná ťŕıda davá (pravé) aproximace.

Tř́ıda Ext-ortogonálńı k libovolné množině reprezentaćı dává (levé)
aproximace.

Vhodná volba aproximaćı umožňuje řešit některé klasické problémy algebry:

Finitistic Dimension Conjecture pro Gorensteinovy algebry,

Flat Cover Conjecture,

klasifikace ťŕıd konečně dimenzionálńıch reprezentaćı pomoćı
nekonečně dimenzionálńıch,

dekompozice nekonečně dimenzionálńıch reprezentaćı.

Základńı otázka: Jsou všechny ťŕıdy reprezentaćı uzav̌rené na
transfinitńı extenze dekonstruovatelné, a tud́ıž použitelné k
aproximaćım?
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Podnět z algebraické geometrie

Vladimir Drinfeld

[Drinfeld] “Infinite–dimensional vector bundles in algebraic geometry:
an introduction”, The Unity of Mathematics, Birkhäuser, 2006.

Idea

Nahradit volné reprezentace plochými Mittag-Lefflerovými.

Otázka: Lze je už́ıt pro výpočet kohomologíı kvazi-koherentńıch svazk̊u?
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Cesta od algebraické geometrie zpět k reprezentaćım

Modelové struktury

[Quillen] “Homotopical Algebra”, Springer 1967.

Kotorzńı páry

[Hovey] “Cotorsion pairs, model category structures, and
representation theory”, Math. Z. 241(2002).

Fakt: ploché Mittag-Lefflerovy = lokálně volné (reprezentace).
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Lokálńı volné reprezentace

Saharon Shelah

Lokálně volné reprezentace studovány již od 60. let (Shelah aj.):

[Eklof-Mekler] “Almost Free Modules”, North-Holland, 2000.

Konsistence neexistence Whiteheadových aproximaćı:

[Eklof-Shelah] “On the existence of precovers”, Illinois J. Math.
47(2003).
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Meze teorie aproximaćı

Negativńı odpověd’ na základńı otázku:

Pro libovolnou neperfektńı algebru ťŕıda lokálně volných reprezentaćı
neńı (zprava) aproximuj́ıćı, a tedy ani dekonstruovatelná.

Př́ıklad: Aditivńı grupa racionálńıch č́ısel Q nemá žádnou lokálně volnou
(pravou) aproximaci.

Začátek nového p̌ŕıběhu:

Zobecněńı lokálńı volnosti pomoćı tzv. vychyluj́ıćı teorie dává
nap̌ŕıklad
neexistenci “lokálně volných” (pravých) aproximaćı pro
libovolné algebry cest, které nejsou konečného reprezentačńıho
typu.

Vyvinuté metody lze už́ıt i k hlubš́ımu studiu faktorizačńıch vlastnost́ı
reprezentaćı (̌rešeńı Auslanderova problému aj.).

Jan Trlifaj (MFF UK) Teorie reprezentaćı 17. ř́ıjna 2017 29 / 30
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