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1. Uvod

Prazsky orloj vznikl v dobé mistra Jana Husa — kolem roku 1410. Jeho
mechanicko-matematicky model navrhl Jan Ondiejiv, zvany Sindel, ktery
se zabyval matematikou a astronomii na prazské univerzité (viz [3, s. 15]).
Jeho starsi kolega Kiistan z Prachatic jiz kolem roku 1406 zde pfedna-
sel o konstrukei astrolabu. Unikatni stroj orloje je umistén uvniti staro-
méstské radniéni véze. Vytvoril jej Mikulds z Kadané (viz [1]). Pavodné
se skladal ze dvou ¢&asti: jictho (tj. hlavniho hodinového) stroje a biciho
stroje. Pozdéji byl doplnén jesté o stroj apostolsky (zvonici), ktery pohy-
buje figurami u osténi astronomického ciferniku a pohani pravod apostola.
V pribéhu staleti byla konstrukce orloje vicekrat zdokonalovana, napt. po-
véstnym Janem z RuZe (mistrem Hanusem,).

Genialitu tehdej$ich hodinaid mizeme demonstrovat na konstrukci za-
fizeni pro presnou regulaci adert zvonu. Bici stroj obsahuje velké obézné
kolo o primeéru 65 cm s 24 zafezy na vnéjsim obvodu, jejichz vzdalenosti
postupné nartstaji (viz obr. 1 a 2). To umozihuje periodické opakovani
1-24 tderit zvonu béhem kazdého dne.*) Soucdsti biciho stroje je i po-
mocné kolecko o primeéru 13 cm, jehoz obvod je rozdélen 6 zafezy na
segmenty o délkdch oblouku 1, 2, 3, 4, 3, 2 (viz obr. 1 a 2). Tato ¢isla se
periodicky opakuji po kazdé otocce a jejich soucet je s = 15. Na zacatku

*) Pocet uderfi zvonu odpovid4 SEC, tj. v letnim ¢ase orloj odbiji vidy o hodinu méng.
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Obr. 1 Detail biciho stroje prazského orloje z po¢atku 15. stoleti.

kazdé hodiny se zvedne zapadka, obé kola se zacnou otacet a zvon odbiji
prislusny pocet hodin. Kola se zastavi, jakmile zdpadka zapadne soucasné
do zafezli na obou kolech. Kazdy den uderi zvon celkem 1 +2+...4+24 =
= 300krat, a protoze toto ¢islo je délitelné s = 15, bude pomocné kolecko
na pocatku kazdého dne vzdy ve stejné poloze.

Velké kolo mé 120 vnitinich zubti, které zapadaji do cévového kola se
6 vodorovnymi tyckami, jez obklopuji stfed pomocného kolecka (obr. 1
a 2). Protoze se velké kolo oto¢i jednou denné, pomocné kolecko se oto&i
za tu dobu 20krat. Obvodova rychlost pomocného kolecka je ale priblizné
4krat vétsi, protoze jeho obvod je 5krat mensi nez obvod velkého kola.
To umoznuje dostate¢né presnou regulaci poctu tderd zvonu zejména pri
opotiebeni zarezi velkého kola. Bez pomocného kolecka by totiz mohl
zvon udefit napf. jen 11lkrat misto 12krat, pokud by segment oznaceny
12 na obr. 2 mél jiz prili§ zaoblené konce. Pro jeden dder zvonu hodinu
po pilnoci je dokonce pomocné kole¢ko nezbytné, nebot na velkém kole
schazi prislusny segment (obr. 1 a 4).
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Obr. 2 Pocet tGdert zvonu je oznacen &isly ..., 9, 10, 11, 12, 13, ... po vné&j$im
obvodu velkého kola. Za nim je umisténo pomocné kolecko, jehoz obvod je zarezy roz-
délen na segmenty o délkich oblouku 1, 2, 3, 4, 3, 2. Zapadka je zndzornéna malym
obdélnickem nahofe uprostied.

Kdyz se pomocné kolecko otaci, vytvaii pomoci délek segmentli mezi
jednotlivymi zafezy periodickou posloupnost, jejiz ¢astecné soucty odpo-
vidaji poc¢tu udert zvonu v kazdou celou hodinu,
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V dalsi kapitole ukazeme, ze takto bychom mohli pokracovat az do neko-
necna. Vsechny periodické posloupnosti ale tuto pozoruhodnou souc¢tovou
vlastnost nemaji. Napiiklad je patrno, Ze nelze pouzit periodu 1, 2, 3, 4, 5,
4, 3, 2, protoze pro 6 tdert zvonu je 6 < 4 + 3. Rovnéz perioda 1, 2, 3, 2
se k tomuto Gcelu nehodi, nebot pro 4 tdery mame 2+ 1 <4 <241+ 2.

2. Trojuhelnikova ¢isla a periodické posloupnosti
V této kapitole ukdzeme, jak souvisi trojuhelnikovd cisla
k(k+1)
2 )
s bicim strojem prazského orloje. Budeme se téz zabyvat periodickymi
posloupnostmi, které maji podobnou vlastnost jako posloupnost 1, 2, 3, 4,

Ty=14+2+...4+k= k=0,1,2,..., (2)
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3,2, ... v (1), tj. které by mohly byt pouzity pii konstrukci pomocného
kolecka. MnozZinu pfirozenych ¢éisel oznacime N = {1,2,...}.

Definice 1
Posloupnost (a;)$°, se nazyva periodickd, jestlize existuje p € N takové,

ze
VieN: app=a. (3)

Kone¢nd posloupnost a1, ..., a, se nazyva perioda a p délka periody. Nej-
mensi p spliwujici (3) se nazyvd minimdlni délka periody a jemu odpovida-
jici posloupnost ay,...,a, minimdlni perioda.

Definice 2

Necht (a;) C N je periodickd posloupnost. Rekneme, Ze trojihelnikové
¢islo T, pro k € N je dosaZitelné pomoci posloupnosti (a;), jestliZe existuje
n € N tak, ze

Tk = Z Q;- (4)

Posloupnost (a;) se nazyva sindelovskd, jestlize T}, je dosaZitelné pomoci
(a;) pro vSechna k € N, tj.

VEEN dneN:Tp=) a;. (5)

i=1

Trojihelnikové ¢islo T}, na levé strané je rovno sou¢tu 1 + ... + k hodin na
velkém kole, zatimco soucet na pravé strané odpovida celkovému pootoceni
pomocného kolecka (obr. 3). Pfitom pro k-tou hodinu plati

n
k=T —Thor= Y a; (6)
i=m+1
kde Ty—1 = Y.*, a;. Protoze a; > 0, je &islo n ve vztahu (5) zdvisejici
na k urceno jednoznacné. Z (2) a (4) je také patrno, ze a1 = 1, je-li (a;)

sindelovska posloupnost.
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Obr. 3 Schematické znazornéni trojihelnikového &isla T . Cerné tecky v k-tém Faddku
znézorhuji poet tiderti zvonu v k-té hoding, viz (6). Cisly jsou oznadeny délky segmentii
mezi zdfezy na pomocném kolecku.

Nésledujici véta ukazuje, ze podminku (5) 1ze zaménit mnohem jedno-
dussi podminkou, jez obsahuje pouze konec¢ny pocet cisel k. To ndm umoz-
nuje provést jen konecny pocet aritmetickych operaci, abychom zjistili, zda
zvolend perioda ay,...,a, dava Sindelovskou posloupnost ve smyslu defi-
nice 2. Soucet prvki periody budeme nadéle oznacovat

P
s = Z a;. (7)
i=1
Véta 1
Periodickd posloupnost (a;) je pro liché s ve vztahu (7) $indelovska,
jestlize T}, je dosazitelné pomoci (a;) pro k =1,2,..., %(s -1).

Diikaz. Pripad s = 1 je trividlni. Necht tedy s > 3 je liché a necht
2

Vke{l,2,...,5(s—1)} IneN:Tp=> a;. (8)
i=1
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Podle (7) plati

1<
1+2+...+(s—1):82 > ai, (9)
i=1

kde p je délka periody a %(s —1) je celé &islo. Pro odpovidajici posloupnost

1,02, ...,0p, G1,02, ..., 0p, ..., A1, 02, ..., 0p, (10)
5 5 5
pak vztah (9) vyjadfuje, Ze se perioda ai,as,...,a, v posloupnosti (10)
opakuje £ (s — 1)krét.
Musime ovéfit rovnost (4) pro vSechna k > %(s + 1) za predpokladu
(8). Pro k = s — 1, které je sudé, pomoci (2), (9) a (3) dostavame

Lo
Ty =Ts 1 = Ezai = Zai;
i=1 i=1

neboli n = %pk ve vztahu (4), a ¢islo Ts_; je tedy dosazitelné.
Predpoklddejme nyni, ze k = s —1— k', kde 1 <k’ < i(s—3) as > 3.
Podle predpokladu (8) existuje n’' € N tak, Ze

(1.t 1 n'
% - Zai' (11)
i=1
Ze vztahu (2) plyne, ze
1 — B! _ ! 1 ! 1(1.1
T =T, | o= (s—1—FK)s—kK) _ s(s—1—2k") +k(k —l—l). (12)

2 2 2
Protoze s je liché a 1 < k' <
¢islo. Tedy podle (12), (7), (1

|—=

(s —3), je m =s —1— 2k' sudé pfirozené
) a (3) plati

=

s—1-2k & s g

Déle necht k¥ = gs + k' prog € Na 0 < k' < s. Potom z (2) a (7)
obdrzime

T, =

(gs+K)gs+ K +1) _ . KE+1) &
5 —SJ+T—;W+TM,

kde j = 2q(gs + 1) + gk’ je celé &slo a Ty = 0 pro k' = 0.
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Z predchozi ¢asti dikazu jiz ale vime, ze T = Y ., a; pro né&jaké
n' € Na0 <k’ <s, coz jsme chtéli dokdzat.

Pozndmka. Cislo (s — 1) ve vztahu (8) nelze zredukovat, je-li p délka
minimalni periody odpovidajici s. Abychom se o tom presvédcili, staci
uvaZovat posloupnost (a;) s minimaln{ periodou 1,2,2,1,4,1,4 a souctem
s = 15. Pak podle definice 2 jsou trojahelnikova ¢isla 71, . . . , T dosazitelna
pomoci (a;), ale T7 neni.

Priklady

Vyznam véty 1 miZzeme demonstrovat na posloupnosti (1) pro s = 15.
Stad¢i totiz ovéfit vatah (5) pouze pro k < %(s —1) =7, tedy jen prvni
fadek ve vztahu (1). Dosazitelnost celych ¢isel & > 7 na dalsich fadcich
(1) pak vyplyva z véty 1.

Podobné mtzeme ovérit predpoklady véty 1 i pro dalsi periody:

1,2prop=2as=3,
1,2,2prop=3as=>5,
1,2,3,1lprop=4as=7,
1,2,3,3prop=4as=9,
1,2,2,1,4,1,4,1,4,1,4prop=11a s = 25.

Existuji sindelovské posloupnosti i pro s suda. Jednu takovou mizeme
zkonstruovat napi. z periody 1,2, 1, 1, 1:

12111 121 1112 11112 ... (13)

Cinitel 1(s — 1) na pravé strané (9) ale neni celo¢iselny. Proto pifslusné
prvky posloupnosti vyjadiujici ¢islo s = 6 ve (13) nejsou ve stejném poradi
jako dand perioda.

Véta 2
Periodickd posloupnost (a;) je pro sudd s ve vztahu (7) Sindelovska,
jestlize T}, je dosaZzitelné pomoci (a;) pro k =1,2,...,s — 1.

Dikaz. Necht s ve vztahu (7) je sudé a necht
Vke{l,2,...,s—1} IneN:Ty=> a. (14)
i=1
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Ze vztahi (7) a (3) vyplyva, ze

P (2s—1)p

TQS_l = (28 — 1) Zai = Z a;.
i=1

i=1

Necht k = 2s—1—k', kde 1 < k' < s— 1. Podle pfedpokladu (14) existuje
n' € N tak, ze

’
n

E'(E+1)
—g =Ll

i=1

Potom z (2) mame

(25— 1—k')(2s — k)
2

k(K + 1)
2 )

Iy =Tos 1w = =s(2s—1-2k")+

a tudiz

pm+n'

p n'
Tk:(2s—1—2k')2ai+2ai: Z @i,
i=1 i=1 i=1

kde m = 2s — 1 — 2k".
Zbytek dikazu pro k > 2s — 1 se podoba dikazu véty 1.

3. Zavérecéné poznamky

Cislo s —1 v (14) opét nelze zredukovat, je-li p délka minimalni periody
odpovidajici s. Abychom toto ovérili, sta¢i uvazovat periodickou posloup-
nost (a;) s minimdlni periodou 1,2,1 a s = 4. Pak jsou trojihelnikova ¢isla
T, a T» dosazitelnd pomoci (a;), avSak T3 dosaZitelné neni.

V ¢lanku [2] jsou uvedeny nutné a postacujici podminky pro to, aby po-
sloupnost (a;) byla Sindelovska, a to ve smyslu definice 2. Je zde uveden téz
algoritmus, pomoci néhoz nalezneme vsechny Sindelovské posloupnosti pro
dané s. Napr. pro s = 2™ m > 0, jedind moznd Sindelovskad posloupnost
jel,1,1,...
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Obr. 4 Umisténi pomocného kolecka v bicim stroji. Zapadka je v poloze mezi seg-
menty odpovidajicimi 8. a 9. hodiné ranni.

Prazsky orloj je patrné nejstarsi a stale fungujici hodinovy stroj, ktery
obsahuje takové diimyslné zarizeni pro presnou regulaci poctu tdert zvonu
(viz obr. 4 a [1, s. 78]). Zavérem jesté poznamenejme, ze Sindel se narodil
v Hradci Kralové. Proto dalekohled na tamni hvézdarné nese jeho jméno.
Také planetka ¢. 3847 dostala jméno Sindel.
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